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RESUMEN

El objetivo de este articulo es el de mostrar —de la forma més did4ctica posible— el
concepto y la utilidad del coeficiente RV en el analisis de correspondencias miilti-
ples cuando las matrices de variables indicadoras —asociadas a cada una de las va-
riables cualitativas— sean de distintas dimensiones. Dicha utilidad, proporciona una
ponderacion 6ptima,a: las matrices de variables indicadoras —asociadas a las varia-
bles cualitativas de diferente niimero de modalidades— que se encuentran contenidas
en una tabla de datos sometida a un ACM. Dicho de otra manera, es equivalente al
efecto de centrar y reducir una tabla de datos cuantitativos con el fin de ser fieles
al principio de homogeneidad de una tabla de datos. En este sentido S. Wold (1) y
J. P. Benzécri (2) proponen transformar las variables cuantitativas explicativas de un
analisis discriminante lineal en los ejes factoriales asociados a un analisis en com-
ponentes principales; es decir, los que aportan la mdxima informacion.

Maurice Roux (3) nos indica que, el nimero de ejes factoriales oscila entre 5 y
10. De esta manera, la tabla de datos constituida por las variables explicativas, es
mas homogénea que la tabla de datos de partida. De esta forma, se consigue que se
respete el principio de homogeneidad.

Finalmente, mostraremos un ejercicio exclusivamente didactico. Para la ejecucion
de este ejercicio haremos uso del AFC contenido en el paquete de programas STATITCF
(Institut Technique des Ceréales et des Fourrages).
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Triple estadistico, operador asociado a un triplete estadistico: WD, coeficiente

RV, T cuadrado de Tschuprow, analisis de correspondencias simples (AFC), analisis
de correspondendias miiltiples( ACM), analisis en componentes principales (ACP).



BREVE INTRODUCCION HISTORICA DEL COEFICIENTE RV

En 1970, Yves Escoufier(4) introdujo los principios del coeficiente RV implemen-
tandolos formalmente en 1973(5). Desde entonces, el coeficiente RV ha venido siendo,
el protagonista de numerosas tesis doctorales,articulos y notas técnicas. A continuacién
vamos a citar aquellas que —a nuestro juicio— consideramos las mds significativas.

En 1976, Yves Escoufier junto con Pierre Robert integraron el coeficiente RV en
el Analisis de Datos Multidimensionales Lineal (6).

Tres afios més tarde, en 1979, por un lado, Yves Escoufier impartié un curso de Ana-
lisis de Datos, profundizando en dicha integracién (7); y por otro, junto con Pierre Ro-
bert present6 el el método de eleccién de variables bajo un contexto de un (ACP),
(8).En ese mismo afio, Claude Bernard DO-CHI presentaba su tesis doctoral sobre el
tema de eleccion de variables asi como el programa informatico (9).En 1981, Pierre-
Louis Gonzalez (10) y Robert Sabatier (11) aplicaron el coeficiente RV. Mientras que
en el afio 1982, Pierre-Louis Gonzalez presentaba su tesis doctoral sobre el tema de
eleccion de variables, aplicandolo a datos fisico-quimicos y sensoriales en el café (12).
Robert Sabatier, en 1983,presentaba la suya,implementando en ella —ademas del méto-
do de eleccion de variables y el analisis en componentes principales con respecto a
variables instrumentales(ACPVI)- el programa informatico, incluyendo ademds, una
aplicacion a la reconstitucion de paleoclimas (13).

En 1985, Fco. Javier Diaz-Llanos introdujo en su tesis doctoral (14), ademdas de un
conjunto de métodos factoriales y algoritmos de clasificacion, un test grafico, para
la retencién de variables de naturaleza socioecondmica durante el periodo 1964 a
1979.Un anélisis detallado de la justificacidn, significado e implicaciones del test gra-
fico se encuentra en (14,15). Dicho test grafico propuesto por Yves Escoufier estd fue-
ra de hip6tesis distribucionales como la Ley de Laplace-Gauss Multidimensional que en
algunos casos raros puede verificarse.

En 1986, Yves Escoufier retoma el ACPVI- introducido por R.Rao (16) en 1965-
bajo la optica del coeficiente RV. (17).

Desde el 1986, hasta nuestros dias se han estado realizando numerosos articulos y
tesis relevantes sobre el coeficiente RYV.

En dltima instancia, hemos de recordar que el coeficiente RV —ademds de haber
sido el protaginista del método de eleccion de variables bajo el contexto de un ACP-
ha intervenido en el problema de la deteccion de individuos atipicos, ya estudiado bajo
el contexto del Analisis Estadistico Multidimensional Lineal (en 1963 por S.S. Wilkks
(18) y en el 1990 por los investigadores R. Cleroux.; J-M. Helbling y N. Ranger (19),
bajo el contexto del coeficiente RV. En 1993, E. Crettaz de Roten (20), utiliz6 el
coeficiente RV para el estudio de datos ausentes.

Breve revision historica del analisis de correspondendias simples(AFC) y del
analisis de correspondencias miuiltiples (ACM).

En 1935, Hirschfeld (21) introdujo los principios teéricos del analisis de corresponden-
cias simples.Cinco afios mas tarde Fisher trat6 dicho tema (22). En 1963, se cred en Rennes-
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por iniciativa de Doyan.Y.Martin - un laboratorio de cédlculo equipado con un 1620 IBM. Dos
afios mas tarde, Brigitte Cordier (mds tarde Brigitte Escofier), escribia —rdpidamente— el pri-
mer analisis de correspondencias y mds tarde, escribia otro, mostrando la relacién entre las
nubes de puntos N(I) y N (J) (23), siendo esta la originalidad de la escuela francesa.

El primer programa informatico del AFC fue creado por Brigitte Escofier en el afio
1965 (23).

Pero fue J-P Bénzecri y sus colaboradores quienes en los afios 70 desarrollaron di-
cho tema e introdujeron una sintesis del mismo (24).

Aunque, los principios del analisis de correspondencias miltiples han sido defi-
nidos en 1941 por Guttman (25), seguido en 1950 por Burt (26), y finalmente en 1958
por Hayashi (27); el nombre de analisis de correspondencias miiltiples, figura —por
primera vez— en 1975, por Lebart (28).

En 1988,Brigitte Escofier y Jerome Pages exponen didacticamente estos dos méto-
dos factoriales en (29).

INTRODUCCION

El hecho de que nos hayamos decidido a realizar este articulo, de la formas mas
didactica posible, no ha sido por simple capricho sino porque, han pasado mas de 35
anos desde que Yves Escoufier introdujo los principios del coeficiente RV (4,5) y ,que
nosotros sepamos, ain no se contemplan en ningin libro de texto de Andlisis Estadis-
tico Multidimensional Lineal, escrito en espafiol.

Es un hecho sorprendente que, tanto el coeficiente de correlacién lineal de Bra-
vais-Pearson al cuadrado como la T cuadrado de Tschuprow, siendo casos particu-
lares del coeficiente RV éstos si se encuentran en los libros de texto de Estadistica Des-
criptiva escritos en espaifiol mientras que el coeficiente RV no.

El coeficiente RV juega un papel importante en el tratamiento estadistico de las
encuestas de opinion. En éste sentido, hemos de destacar el trabajo realizado por Yves
Escoufier, Dambroise y Masotte (30).

El eje central de éste articulo es:

Mostrar —de la forma mas didactica posible- la aplicacién del coeficiente RV, en
el analisis de correspondencias miiltiples con el fin de, proporcionar una pondera-
cion optima de las matrices de variables indicadoras- asociadas a las variables cua-
litativas de diferente nimero de modalidades-, contenidas en la tabla de datos dis-
yuntiva completa, para ser sometida a un ACM.

Cuando se aplica un ACM a la tabla de datos disyuntiva completa, es aconseja-
ble que el nimero de modalidades- asociado a cada una de las variables cualitativas-
, no sélo sea el mismo sino también, que sea igual a 4. En el caso particular que el na-
mero de modalidades- asociado a cada una de las variables cualitativas- fuera el
mismo, la transformaciéon que vamos a realizar a dichas matrices, carece de sentido.
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En este articulo, mostraremos, de la forma mas didactica posible,una de las mul-
tiples aplicaciones del coeficiente RV en el analisis de correspondencias miltiples.
Se trata de, como afecta el primer vector propio ortonormado de la matriz T cuadrado
de Tschuprow, asi como, el nimero de modalidades de cada variable cualitativa, a
la hora de proporcionar el efecto de la ponderacién éptima de las matrices de va-
riables indicadoras de distintas dimensiones- en cuanto al niimero de modalidades-
y,la utilidad que representa para la ayuda a la interpretacion de los datos empiricos.

Finalmente, mostraremos una aplicacién exclusivamente didéactica que contenga
los conceptos ausentes en los libros de texto de Andlisis Estadistico Multidimensional-
escritos en espafiol- con el fin de que, se apliquen en los nuevos tratamientos Estadis-
ticos escritos en dicho idioma.

METODOLOGIA

El proceso metodolégico para llevar a cabo los objetivos de este articulo es:

1. Construccién de la tabla disyuntiva completa.

2. Construccién de la tabla de Burt.

3. Definiciones de forma general de los conceptos de:

3.1. Triplete estadistico
3.2. Operador asociado a un triplete estadistico.
3.3. El coeficiente RV.

4. Particularizacién de los conceptos ya definidos cuando:

4.1. Las matrices de datos son las matrices de variables indicadoras, aso-
ciadas a las variables cualitativas.

4.2. Las matrices de datos son las matrices de variables indicadoras —cen-
tradas por columnas— asociadas a las variables cualitativas.

5. Célculo de las k(k-1)/2 T cuadrado de Tschuprow a partir de las k(k-1)/2 ta-
blas de contingencia contenidas en la tabla de Burt.

k: representa el niimero de variables cualitativas.

6. Representacion grafica de las variables cualitativas.

7. Analisis de correspondencias multiples(ACM) haciendo uso del AFC.
7.1. Igual niimero de modalidades para cada variable cualitativa.

7.2. Distinto nimero de modalidades para cada variable cualitativa.
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1. CONSTRUCCION DE LA TABLA DE DISYUNTIVA COMPLETA

Sean I1,12,....,IK variables cualitativas a m1,m2,....,mk modalidades, respectiva-
mente.

A cada una de las variables cualitativas I1,12,....,IK a m1,m2,....,mk modalidades
le asociamos la matriz

Ui Uz Uy

constituida por m1, m2,....,mk variables indicadoras de dimensiones (n,m1), (n,m2),....,
(n,mk), respectivamente.

U, = (I// I/2~~Ilm/)

Uz = (Izz Izz--Iz,],_,)

U, = (Ikl IA’Z"IkmA)

donde,

( L I/2~-I/,,,,)

representan las matrices de variables indicadoras, asociada a la variable cualitativa: I1.

IZ/ IZJ Izmg

representan las matrices de variables indicadoras, asociada a la variable cualitativa: 12.

I“ Ik—’ """ Il\'m/\

representan las matrices de variables indicadoras, asociada a la variable cualitativa: IK.

1. CONSTRUCCION DE LA TABLA DISYUNTIVA COMPLETA
A partir de este momento estamos en condiciones de construir la tabla disyuntiva
completa que se define como la yustaposicion vertical de las matrices de variables

indicadoras, asociadasa las variables cualitativas.

U=(u /U [f U)
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2. CONSTRUCCION DE LA TABLA DE BURT

La construccién de la tabla de Burt se hace a partir de la tabla disyuntiva com-
pleta actuando de la siguiente manera:

UlU;, UlU;--Ul U

UsU, UsU--UsUy

UiU; UiUs-UiUs

Hemos de recordar que las k(k-1)/2 subtablas de Burt son tablas de contingencia.

3. DEFINICIONES DE FORMA GENERAL DE LOS CONCEPTO DE
3.1. Triplete estadistico

En primer lugar, vamos a considerar un triplete estadistico y en segundo lugar dos
tripletes estadisticos.

1. Un triplete estadistico estd constituido por la siguiente terna de elementos:

(x.0.D)

donde:
X: es la matriz de datos cuantitativos centrada por columnas de dimensiones (n,p)
Q es la métrica introducida en el espacio de los individuos de dimensiones (p,p)
D es la métrica introducica en el espacio de las variables de dimensiones (n,n).

2. Dos tripletes estadisticos definidos de la siguiente manera:

(x,0,D)e(Y,0,,D)

donde:

X e Y: son las matrices de datos cuantitativos centrados por columnas de
dimensiones ((n,p) y (n,q)), respectivamente.

Q1 y Q2 : son las métricas introducidas en el espacio de los individuos de
dimensiones (p,p) y (q,q), respectivamente.

D : es la métrica indroducida en el espacio de las variables de dimensiones (n,n).
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3.2.1. Operador asociado a un triplete estadistico

A partir del triplete estadistico

(x.0D)

le asociamos el operador WD definidode la siguiente manera:

WD =X0X D

3.2.2. Operadores asociados a dos tripletes estadisticos.

(Xr Q,,D))’(Y, Q2’D)

A estos dos tripletes estadisticos les asociamos los operadores

WD y W.D

definidos de la siguiente manera:

W,D=XQ, X'Dy W.D=YQ, Y' D

3.3. Coeficiente RV
3.3.1. Definicion
El coeficiente RV entre operadores se define de la siguiente manera:

RV WiDW:D )= Tr( W,D W.D)

2

Tr (WD Y Tr (W2D)
33.2. Propiedades
10 <RV(W,D,W:D) = 1
2* RV(W,D, WoD)=1 ssidke R, | W;D=k WD

RV ( WiD, W2D )=0 ssiS;, =0
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4. PARTICULARIZACION DE LOS CONCEPTOS YA DEFINIDOS CUANDO

} .
4.1. Las matrices de datos son las matrices de variables indicadoras asociadas a
las variables cualitativas.

Sustitucion de
X por U,
Y por U,
donde U,; y U, son las matrices
de variables indicadoras de dimensiones (n,m;) y (n,m:)
asociadas a la primera y a la segunda variable cualitativa '
La matriz P= U} D U, de dimensiones (m;,mz)
y cuyos elementos estan caracterizados
n(il,i2)
n

por p(il,i2) = la definimos de la siguiente manera:

Por consiguiente,

Las métricas Q, y Q, van ser
Dy D, respectivamente.

La definicién de dichas nuevas métricas es la siguiente:

Dy = diag I S
p1+ jZn p,,”+
1
Di»= diag L
p+1 p+2 p+,“2
D= i IH_WY
n

donde,

I €S la matriz identidad de orden n

4.1.1. Tripletes estadisticos

Los tripletes estadisticos adoptan la siguiente forma

(v, bt D)y (Us Db D)
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4.1.2. Operadores WD

A cada uno de los tripletes estadisticos asociamos sus operadores WD de la si-
guiente manera.

(v,. Dt D)-~-—=W,D= U, Dii U] D
(v:, D# D)-=-—>W.D= U, Di Us D

4.1.3. Coeficiente RV

Para evaluar el cédlculo del coeficiente RV es necesario calcular las siguientes trazas:
Tr (W,D) Tr (WD) yTr(W,D W.D )
12 Cdlculo de: Tr(W]D)2

Teniendo en cuenta:

1.2 La propiedad conmutativa de la traza de un producto de matrices.
2 U; DU, = Dy
32 Dit Du = Lyym
. donde,

Loy, €S la matriz identidad de orden m,

tenemos,
Tr( WD) = Tr( U, Dij Ui D U, Dij Uj D )=
=Ty( Diy U] DU, Di; Ui DU, )=
= Tr( Dii Du Dy D)= Tr( L) = m
Por tanto,
Tr( WID)z = m
22 Cdlculo de: Tr( W.D )2

Teniendo en cuenta:

1. La propiedad conmutativa de la traza de un producto de matrices.

2° U DU, = D
39 DIIZ DIZ = 11112-1112
donde,

Ly, €8 la matriz identidad de orden m,

tenemos,
Tr( w.p ) =Tr( U, D> US D U> Db US D)=
=7r( D}, UL D U> DI UL D U, )=
= Tr( Dy Diz Dt Di2)= Tr{ Luym) = m>
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Por tanto,

Tr (WZD)2 = m,

3° Calculo de: Tr (W,D W,D)
Teniendo en cuenta:

1.2 La propiedad conmutativa de la traza de un producto de matrices
22U D U;=P
y operando convenientemente tenemos
Tr( W.D W2D )=Tr( U, Di; Ui D U Diz Uz D )=
=1r( Di U D U: Dit Us D Uy )=

_1 _1 1 1 _1
=T”( Dy > Dy 2U DU, Dp 2 D > Uy DU, Dy 2)=

_1 _1 1y’
2\l Dy 2 U, DU; D 2] =

1
=Tr (Du 2 Ul D U; Dn

!
Du ? P Dp

1
2

=Tr

1 Y
Du * P Dp 2) =

il=my i2=my

S E p(il,i2)]

il=1 i2=1 pi1+ p+i2
Por tanto,

il=m ) i2=m . i 5
Tr( WD WD )= E EZ[ML

il=1 i2=1 pi1+ p+i2

Acto seguido, estamos interesados en encontrar una relacién entre

o [p(i],iZ)— Pirs p+i2~L Ilillz_iz p(il, l2)

il=] 2=] Pir+ Pii2

il=1 i2=1 pi1+ p+i2

Desarrollando convenientemente la expresién

=mj i2=m ey o 2
<" 2|-p(l]’12)' Piry p+i2-|

il=l i2=] pi1+ p+i2

llegamos al siguiente resultado,

Lo gl Lol
il=] i2=1 pi1+ p+i2 il=l i2=1 pi1+ p+i2
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tal como mostramos a continuacion,

il=m 17—1117

(11 12) pll+ p+:7

>3

il=1 i2=1

Pirv P2

il=my i2=mj

B Pil,i2) Py, pos |

Pirv P2

il=1 2=l

_ ’E E o(il,i2)T

p+i7

il=my i2=my

il=1 i2=1 Dis il=1 i2=1

Teniendo en cuenta los siguientes resultados,

il=my i2=m; il=my

’2' ZE p(il,i2)1

il=1 2=1 pil+ p+i2
il=my i2=nm, 2
E 2 DPire Pii2]
il=1 i2=1 pi1+ p+i2
il=my i2=my

=2 E 2 p(il,i2) + E P+ E Dai

il=1 i2=1

i2=m;

2 Ep(i[,iZ):] Epm:] Ep+,_,:]

il=1 i2=1 il=1

il=my i=my

E E P(Zl i2)- py. P+17-L

il=1 i2=1 pil+ p+i2

De lo que se desprende que,

il=my 12—nh

il=1 i2=1

o 2
[p(il,i2)- p,, p.p)

i2=1

i [ pfi )]
DD

Py Piiz

Tr( W.D W.D)

=22

il=1 i2=1

Pirv Pii2

Una vez definidas y calculadas las trazas asociadas a los operadores,

Tr( w.D Y,

Tr( WoD )y Tr( WD W2D))

estamos en condiciones de calcular el coeficiente RV

COEFICIENTE RV

Sustituyendo los resultados obtenidos —referentes a las trazas de los operadores— en

la formula del coeficiente RV, tenemos que:

i§] AN [p(11’12) - P p+12-|2

il=1 i2=l

+ 1
Diix Pii2

V(W.D, WD )=

\/ mm;

4.2. Las matrices de datos son las matrices de variables indicadoras —centradas
por columnas— asociadas a las variables cualitativas.
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En esta situacién, vamos a proceder a las transformaciones de las matrices de
variables indicadoras, asociadas a las variables cualitativas I1 e I2. El hecho de que haga-
mos esta transformacion, no es por puro capricho sino que haciéndola nos desembarazamos
del 1 que aparece reflejado en el coeficiente RV y asi, se verifica que el nuevo coeficiente
RYV entre operadores centrados es igual ala T cuadrado de Tschuprow, entre la variable cua-
litativa I1 y la variable cualitativa I2. A titulo informativo hemos de indicar que, la T cua-
drado de Tschuprow ha sido ya utilizada por el profesor Gilbert Saporta en su método de
analisis discriminante lineal cuando, las variables a explicar son cualitativas (31).

La transformacion de las matrices de variables indicadoras asociada, a las
variables cualitativas I1 e I2 consiste en, centrar por columnas, dichas matrices de
la siguiente manera:

Ul" U}: ( ]n.wz' ]11]?1- D ) UI
UZ'. U‘2= ( [/1,\‘/1' 111171‘ D ) UZ

donde,
I €S la matriz identidad de orden n.
1,: es un vector columna que contiene n unos.
[ es el vector transpuesto de ],,.

D: es una matriz de orden n definida de

Lo 1
la siguiente manera: D =— J,.,
n

A partir de este momento, vamos a actuar de la misma manera que la mostrada con
anterioridad pero, en lugar de considerar las matrices de variables indicadoras, aso-
ciadas a las variables cualitativas I1 e 12, trabajaremos, con las matrices de variables
indicadoras —centradas por columnas-.

Uiy Us
Sustitucion de:
X por U ;
Y por U 2
donde,
U, y U, son las matrices
de variables indicadoras centradas por columnas
de dimensiones (n,m1) y (n,mz) de la
primera y segunda variable cualitativa.
C es la matriz U D U,
de dimensiones(m;,m,),cuyo elemento genérico es:
C(il,i2) = p(il,i2) - Pi+ Piiz
Las métricas Q;, O, yD

van a ser las mismas que en al primera situacion.
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4.2.1. Tripletes estadisticos

En nuestro caso concreto, los dos tripletes estadisticos, estdn contituidos por las ma-
trices de variables indicadoras —centradas por columnas- asociadas a las variables
cualitativas I1 e 12, la métrica asociada al espacio de los individuos y, la métrica
asociada al espacio de las variables indicadoras.

Por tanto, los dos tripletes estadisticos en nuestro caso concreto son los siguientes:

(vl i)y (Us DB D)

4.2.2.  Operadores asociados a los dos tripletes estadisticos
A cada triplete estadistico asociamos su operador de la siguiente manera:
(vl D, D)----=WiD= U, D} U D
(U5 D# D)----=W:D= U; D}k US D

4.2.3. Coeficiente RV
Para la evaluacién del coeficiente RV es necesario calcular las siguientes trazas:
* 2 # 2 # #
Tr(wiD ), Tr( WD ) yTr( WiD W2D)

i 2
19 : Célculo de: Tr( W,D )

Teniendo en cuenta:
1.2 La propiedad conmutativa de la traza del producto de matrices.

2° U/T D U, = Dy
3 U/DIL = Dyl
49 UI ]1/ — ]n

donde,

1 es un vector columna que contiene m; unos

y operando convenientemente tenemos,
(WD) = T( U Diy U D U Dii U/ D)=
=7v( Diy U/ D U, Diy U D U )

Antes de seguir adelante es conveniente expresar

U" D U,enfunciénde D, y de 1,
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Para conseguir este objetivo operamos de la siguiente manera

UTD U, = Ul Luw-D 1L ) D(lwa-D LL ) U=
=U; D U;-Ui D I,1, D U;-Ui D 1,1, D U;+
+U; D 1, I, D 1,1y D U, =
=U; DU,;-Ui D I, I D U;=Dy -Du Iuli Du
Por tanto,
Tr( iy U D Ui DIy U DU )=
= Di(Du- Du 11y Du) Dib(Du=Dur 1 151D =
=T{(Lnyy= 20 102) (s 10T D) =
=Tr(Lym) - Tr( InLii Du) - Tr{Iu L Du)+
+ Tr(Iufir Du Infi Dn)=
=Tr(L,y) - T 11l Dy )=

= m - TI’( Ity D11)= my -1

De lo que se desprende que:

Tr W’;D)2 =m -1
2°:Cdlculo de: Tr( WD )

Teniendo en cuenta:

1. La propiedad conmutativa de la traza del producto de matrices

2 Uz DU, = Dn
38 Ug D 1, = Dn In
4§ UZ ][2 = In



donde,

12 es un vector columna que contiene m; unos

y operando convenientemente tenemos,
Tr( WiD )Z:Tr( Us Dit US' D U Db UY D)=
=Tr( Dz U: D U, Di2 US' D U; )

Antes de seguir adelante es conveniente expresar

Us' D U en funcién de Dy Yy Ip

Para ello operamos de la siguiente manera,

UZT D UZ = UZT(]n.\'n-D]n]ZI-)T D (111,\'11‘]7:171- D>U2:
=U D U>-Us D Iudy D Us-Us D 1, 1, Uz +

+ U D 1,1, DU,=Us D U,-Us D 1,15 D U,

De lo que se desprende,

U;TD Uz = Dp - Dp Izl D

Por consiguiente,
T/ Dz U D U> Db US' D U3 )=
= T"[( D-I.I?(DIZ -Dilinli DI2) Dix(Dp-Di2li ]ITZDIZ)] =

= T"[(  —— 1 I D)1y 12 Ih DIZ)jl =
= Tr([,,,_?,,,,_,) - TI‘(][_? b D]z) = my- T/‘(]lz I DIZ) = my -1

De lo que se desprende,

Tr( WD )2 =m -1

3¢ Cdlculo de : Tr( WjD W;D )
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Teniendo en cuenta

1. La propiedad conmutativa de la traza de matrices y operando convenientemente
tenemos,

r( wip wip )=Tr( U} DIy U D US Db UY D)=
=Tr( pi, U D Us Dk U D U )
Antes de seguir adelante es conveniente expresar

Ul" D U enfunciénde U, y U,

Para ello operamos de la siguiente manera,

U DU =U(Inu= D 1, 12)" D (L 1,1} D)U>=
=y, DU,-U, D 1I,I. D U,- U} D 1.1, D U+
+U/ DI, LD 1, I, DU,=

=U/ DU, - Ui D I,y DU,
Por tanto,
Uy D Uy=U; D U= U; D 1,1n D U>
Sea la matriz C =U;" D U, de elementos genéricos

C(il,i2) = p(il,i2) - Pys Di2

Teniendo en cuenta este resultado se desprende,

Tr( WiD W3D )=”§ ﬂ:f o2 - i

il=1 i2=1 Dite Pig2

2

Una vez definidas y calculadas las trazas asociadas a los operadores,

Tr(wiD ), Tr( WD | yTr( WiD WD)

calculamos, sin dificultad, el coeficiente RV mediante la siguiente férmula,

i1=§1 fZ:il |-p(l],l2) - D p+12-|2
Pitv P2
N(mi-1)(mz-1)

Rv( WiD, WiD ) =45z
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La traduccién de esta relacion en términos de estimacion empiricas revela que no es
mds que la T cuadrado de Tschuprow entre I1 e I2 adoptando la siguiente férmula,

9
[’7(11112) _ Mis Nai2

n n n

il=my i2=n1y

2

il=1 2

n n

\/(17’1/—1)(1772—1)

Il

2 _
Tin=

que operando convenientemente llegamos a una férmula méas operativa que la anterior,

e iz il i2)
Ty [nir.i2)]

i=l iz Ml Tl+i2

\/(171/-])(1772—])

2 _
Thunr=

5. Calculo de las k(k-1)/2 T cuadrado de Tschuprow a partir de la k(k-1)/2
tablas de contingencia contenidas en la tabla de Burt.

A partir de este momento estamos en condiciones de evaluar la k(k-1)/2 T cuadra-
do de Tschuprow, y acto seguido, podremos construir la correspondiente matriz.

2 2 2
Tia Tuaze-Trx

2 2 2
Tien TiopThix

2 2 2
Tixku Tikr-Tikix

A titulo informativo hemos de indicar que, aunque la T cuadrado de Tschuprow,
es un estadistico conocido desde hace tiempo y- que nosotros sepamos- contemplado
por primera vez en (1958-1966) por Kendall y Stuart (32). Mds tarde ha sido introdu-
cido, en 1976 por Caillez y Pages (33), en 1979 por Escoufier (7), en 1984 por Foucart
(34), en 1987 por Matin Pliego (35), en 1988 por Garcia Mouton (36), en 1989 por Gar-
cfa Moutén y Diaz-Llanos (37), en 1994 por Celeux y Nakache (38), en 1995 por Diaz-
Llanos (39) y en 1999 por Saporta (40).

Observacion de interés: En 1978, J-J-Daudin (41) demuestra que, la nulidad de 1la T
de Tschuprow parcial, introducida por Saporta y comentada por Celeux y Nakache (38),
no implica la independencia condicional.

6. Representacion grafica de las variables cualitativas I1,12,...,IK en los
circulos de correlaccion.

La diagonalizacion de la matriz
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(matriz simétrica semi-definida positiva) nos permite la representacion de las variables
cualitativas I1,I12,....JK en los circulos de correlaciones. De tal manera que, las coordena-
das de las variables cualitativas I1,12,...,IK, en los circulos de correlaciones, se calculan
de la siguiente manera.

Nota: aconsejamos muy vivamente que el cdlculo de los valores propios

(A1>A2> .. > Ag)

se realice aplicando el método de Givens-Hauseholder y el de los vectores propios
haciendo uso del método Q-L implicito.

Los vectores propios asociados a los valores propios que vamos a mostrar son
ortonormados:

Li; Lo Lk

L L2 Lk
L= Lo= |l Lg=

Lk Lok Lxx

Los métodos mencionados- tanto para el cdlculo de los valores propios como, para
el de los vectores propios- estin contenidos en el libro de Householder (42), los
apuntes de catedra de Puy Huarte (43) y en los libros de Ciarlet (44) y de Ralston (45).

6.1. Representacion grafica de las variables cualitativas I1 ,I2, .....,IK en los
circulos de correlaciones (1-2), (1-3) y (2-3).

Sean A A2 Y Az

los tres primeros valores propios de la matriz de Tschuprow.

Sean
L Lo Ls;
L L2 L3
L= L= L;=
Lix Lok Lk
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los vectores propios ortonormados asociados tres primeros valores propios.

6.1.1. Cdlculo de las coordenadas de las variables cualitativas 11, 12,...., IK
en los circulos de correlaciones (1-2), (1-3) y (2-3)

11 L//\/?T/ Lzz\/)Tz LJM/Z
12 L12\/)Tl Lzz\/Z L,m//li

IK L/K\/)Tl LZK\/TZ L3K\/)T3

7. ANALISIS DE CORRRESPONDENCIAS MULTIPLES (ACM)

Vamos a considerar dos situaciones, en cuanto se refiere al niimero de modalidades
de las variables cualitativas.

Primera situacién: El nimero de modalidades de las variables cualitativas es
el mismo. Situacion poco frecuente en un cuestionario de opinién ya que, por lo gene-
ral, el niimero de modalidades no es el mismo para cada variable cualitativa. En esta
situacion, no es necesario hacer uso de ninguna transformacion a las matrices de
variables indicadoras, asociadas a las variables cualitativas.

Realizaremos el ACM, haciendo uso de un AFC, disponiendo la tabla de datos de
la siguiente manera:

B
Tey=|—

U

donde,

U es la tabla disyuntiva completa de dimensiones(n,km) definida de la siguiente
manera,

U= (U /| Uy /] Ux)
Uy j=1,..K

son las matrices de variables indicadoras de dimensiones (n,m), asociadas a cada una
de las variables cualitativas I1,12,...,IK.

La yuxtaposicion vertical de las matrices de variables indicadoras, asociadas a
las variables cualitativas, constituye la tabla disyuntiva completa.

n: es el nimero de individuos
m: es el nimero de modalidades
k: es el niumero de variables cualitativas

27



B es la tabla de Burt de dimensiones (km,km) definida de la siguiente manera,

Bii Bizeooeeoe Bix
B2i Bz Bok
B=U U=|
Bki Bkz----- Bk

son los bloques de la tabla de Burt.

Las filas de la tabla de Burt se consideran como puntos-individuos activos vy,
las filas de la tabla disyuntiva completa, se consideran como puntos-individuos
suplementarios.

Segunda situacion: El nimero de modalidades de las variables cualitativas, no
es el mismo. En esta situacion, es necesario transformar las matrices de variables
indicadoras asociadas a cada una de las variables cualitativas.

Realizaremos el ACM, haciendo uso del AFC, disponiendo la Tabla de datos de
la siguiente manera,

donde,

U’ es la tabla disyuntiva completa transformada

j=K
de dimensiones ( n, Em_,' )

J=1

definida de la siguiente manera

U”:(U7/U3/ ..... /U}é)
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Los elementos de esta ultima tabla de datos significan:

US: son las matrices de variables indicadoras
transformadas de dimensiones (n,m;),(n,mz),...,(n,mg),
respectivamente asociadas a las variables cualitativas

11,12,...,IK, respectivamente.

donde,
Uj j=1,....K son las matrices de variables

indicadoras asociadas a las variables cualitativas.

son las componentes del primer vector propio ortonormado de la matriz T cuadrado
de Tschuprow.

mj

es el niimero de modalidades de las variables cualitativas. I1, 12,,....,IK.

B’ es la tabla de Burt transformada
=K =K

de dimensiones Ny, n;
J=! J=1

definida de la siguiente manera,
Bj1 Bl Bix

0 O 0
B21 B2 Bak

Bu — U{)T

By = UT U izl K j=1,.K

son los bloques de la tabla de Burt transformada.
Las filas de la tabla de Burt —transformada- se consideran como puntos-individuos

activos y, las filas de la tabla disyuntiva completa- transformada- se consideran como
puntos-individuos suplementarios.
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Este procedimiento que hemos presentado, para la realizacién de un ACM median-
te el AFC, se encuentra reflejado- brevemente- en 1982 por Diday, Lemaire y Testu (46)
y, también se ha propuesto como una estrategia metodoldgica, para el cierre de ventas,
en 2002 por Diaz-Llanos (47).

Ejercicio didactico que muestra los conceptos introducidos en la parte tedrica.
Tres variables cualitativas: 11, 12 e I3

I1 es una variable cualitativa a dos modalidades 111 e I12 cuyas variables
indicadoras son:

LieIn

12 es una variable cualitativa a 3 modalidades 121,122 e 123 cuyas variables

indicadoras son:
Loy Loz € Ios

I3 es una variable cualitativa a 4 modalidades 131,132,133 e 134 cuyas variables

indicadoras son:
I Is2 5153 € T34
Teniendo en cuenta la asignacién de la codificacién de cada una de las modalidades

de I1, I2 e I3, no afecta para el calculo de los valores propios de B (tabla de Burt)
(anexo 1), consideramos la que mostramos a continuacién

~
SITUACION
Variables cualitativas Modalidades Codificacion
111 1
1 112 2
121 1
2 122 2
123 3
131 1
132 2
B3 133 3
134 4

A partir de esta informacion, estamos en condiciones de construir una tabla numé-
rica, asociada a las tres variables cualitativas de una muestra de cuatro individuos, que
se caracterizan, segtn se indica en la tabla numérica. Esta tabla, no es susceptible de
ser sometida a ningun tipo de anélisis estadistico, ya que, los niimeros que contiene ca-
recen de significado.
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TABLA NUMERICA

11 2 13
1 2 3 2
2 1 2 1
3 2 2 4
4 ) 1 3

A partir de la tabla numérica podemos construir la tabla disyuntiva completa

TABLA DISYUNTIVA COMPLETA

1 2 13
111 112 121 122 123 131 132 133 134
0 1 0 0 1 0 1 0 0
1 0 0 1 0 1 0 0 0
0 1 0 1 0 0 0 0 1
0 1 1 0 0 0 0 1 0

La tabla disyuntiva completa est4 constituida por, la yustaposicién vertical de las
matrices de variables indicadoras, asociadas a cada una de las variables cuantitati-
vas 11,12 e 13.

Dichas matrices de variables indicadoras son:
U, U,yU,
de dimensiones (4,2), (4,3) y (4,4), respectivamente.

Asi pues, en nuestro caso concreto, las matrices de variables indicadoras, asocia-
das a las variables cualitativas son:

01 00 1 0100

10 010 1 000
U= U= Us;=

01 010 0001

01 1 00 0010
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Construccion de la tabla de Burt

Bii B2 Bis
B =| B B2 B

B3 Bji» Bss
10 010 1000
B = Bi= Biz =
0 3 111 0111
01 1 00 0010
By=| 1 1| Bp=| 02 0| Bys=1001
01 001 0100
10 010 1000
01 001 0100
B3 = B = B33 =
0 00 001 O
01 010 0001

donde,

Bi2» Bi3 Y Bas

representan las tablas de contingencias a partir de las cuales, estamos en condiciones
de calcular las tres T cuadrado de Tschuprow.

Calculo de las tres T cuadrado de Tschuprow a partir de las tres tablas de con-
tingencia contenidas en la tabla de Burt

1° Cdlculo de: T
Aplicando la férmula de T,

il=my i2=my 2
[ni],iZ]
D

Nii+ N+i2

2 _ 1=l 2=l
Tunr=

J(mi-1)(ma-1)

a la tabla de contingencia B,

obtenemos el siguiente resultado,

1 11 1
2736 737!
Thn= = 0,2357
JDH2)
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2° Cdlculo de: T3,

Aplicando la férmula de T3,

il=my i3=m3 2
SISl

il=l 3=l Mil+ 143

2
Tiis=

\/(m/-])(mg-l)

a la tabla de contingencia B,;

obtenemos el siguiente resultado:

1 1 1
(1+§+§+§ ) -1
= 0,5774
V1)3)

3¢ Cdlculo de: wa

2 _
Tui=

Aplicando la férmula de la T3,

il=my i3=n3 2
2,3
Syl

il=l 321 Mi2e 143

\/(mz-])(nu—])

2 _
Tiis=

a la tabla de contingencia Bs;

obtenemos el siguiente resultado

(1+%+%+1 ) -1
Thi= = 0,8165
J2B3)

Representacion grafica de las variables cualitativas

A partir de los resultados del apartado anterior, estamos en condiciones de exponer la
matriz T cuadrado de Tschuprow. Por tanto, podremos calcular los valores propios y
los vectores propios ortonormados, mediante los métodos ya expuestos anteriormente.

Matriz T cuadrado de Tschuprow:
1,0000 0,2357 0,5774
7° = | 0,2357 1,0000 0,8165
0,5774 0,8165 1,0000

33



Valores propios de la matriz T cuadrado de Tschuprow:

Ar= 2,1198536
A2= 0,7792831
Az2= 0,1008632

Vectores propios ortonormados asociados a los valores propios de la matriz T
cuadrado de Tschuprow.

Lii= 0,4658595 L= 0,8242990 La = 0,3217236

Li2= 0,5832339 Lxn= -0,5594750 Ls= 0,5889197

Lis= 0,6654421 L= -0,0867140 Ls;=-0,7413960

Representacion grafica de los puntos-variables en los circulos de correlaciones
(1-2), 1-3) y (2-3).

PLANO (1-2)
Il 0,678278249 0,727666534
12 0,849172054 -0,493887817
13 0,968864867 -0,076548528

PLANO (1-3)
Il 0,678278249 0,102176092
2 - 0,849172054 0,187034814
13 0,968864867 -0,235459712

PLANO (2-3)
n 0,727666534 0,102176092
12 -0,493887817 0,187034814
13 --0,076548528 -0,235459712

En tltima instancia hemos de indicar que en 1979, Brigitte Escofier propuso un
método para la representacién de variables cualitativas en el analisis de correspon-

dencias multiples (48).
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Analisis factorial de correspondencias miltiples(ACM) haciendo uso del AFC.

Primera situacion:

El nimero de modalidades de las variables cualitativas es el mismo.

TABLA DE DATOS

1

S o

T'u) =

0

—_

1

—

S NN O

0

_ O O -

S o O

1

=

[ )

0

S O =

—

S o o

—
=]

Mediante la aplicacién de un AFC a la tabla de datos, podremos obtener una represen-
tacion simultanea de las modalidades y de los individuos sobre los planos factoriales mas
significativos, desde el punto de vista de la interpretacion de la informacién. En el AFC las
columnas representan las variables (I11, I12, 121, 122, 123, 131, 132, 133 ¢ 134) y las filas
representan los individuos (I11, 112, 121, 122, 123, 131, 132, I33, 134, 101, 102, 103 e 104)

ELAFC de Ty,

conlleva a los siguientes resltados en cuanti a los valores propios y la contribucion de

la inercia total.

Valores propios

Contribucion de la inercia total

0,7381
0,4444
0,2249

52,4%
31,6%
16,0%
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Segunda situacién:
El niimero de modalidades de las variables cualitativas no es el mismo.

Tabla de datos:

La matriz Ty es la siguiente

0,2171 0.0000 0,0000 0,1921 0.0000 0.1790 0.00000.0000 0.0000
0.0000 0.6512 0.1921 0.1921 0.1921 0.0000 0.1790 0.1790 0.1790
0.0000 0.1921 0.7101 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.1584 0.0000
0.1921 0.1921 0.0000 0.3401 0.0000 0.1584 0.0000 0.0000 0.1584
0.0000 0.1921 0.0000 0.0000 0.1701 0.0000 0.1584 0.0000 0.0000
0.1790 0.0000 0.0000 0.1584 0.0000 0.0000 0.3842 0.0000 0.0000
0.0000 0,1790 0.0000 0.0000 0.1584 0.3842 0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.1790 0.1584 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.3842
0.0000 0.1790 0.0000 0,1584 0.0000 0.0000 0.0000 0.3842 0.0000
0.0000 0.4659 0.0000 0.0000 0.4124 0.0000 0.3842 0.0000 0.0000
0.4649 0.0000 0.0000 0.4124 0.0000 0.3842 0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.4649 0.0000 0,4124 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.3842

0.0000 0.4659 0.4124 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.3842 0.0000

Mediante la aplicacién de un AFC a la tabla de datos, podremos obtener una re-
presentacién simultanea de las modalidades y de los individuos sobre los planos
factoriales mas

significativos, desde el punto de vista de la interpretacién de la informacién. En el
AFC las columnas representan las variables (I11%*, 112%, 121*, 122%, 123*, I31%, 132%,
I33%* e 134*) y las filas representan los individuos (I11%, I12%, 121%*, 122%, 123%, 131%,
132%*, 132%, 133%, 134%*, I1%*, I2%*, I3* e 14%)

ElIAFC de T pup

conlleva a los siguientes resultados en cuanto a los valores propios y contribucion a
la inercia total
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Valores propios Contribucion a la inercia total
0,6141 31,0%
0,3895 19,6 %
0,3290 16,6 %
0,3175 16,0%
0,2673 13,5%

Observacion: estos resultados han sido obtenidos mediante la utilizacién del AFC
debido a C.Dervin (49).Estd contenido en el paquete de programas STATITCF.

ANEXO 1
La codificacion logica es insensible al arbitrio de los niimeros de categoria

Introduccién:

Esta aseveracion estd referenciada- pero no demostrada- en (50). Por tal motivo, in-
cluimos su demostracién y su aplicacién en este anexo, por ser de gran importancia en
el tratamiento estadistico de las encuestas de opinion.

En (50) la demostracion, no estd incluida, por ser un libro de la coleccién Que sais-
je? cuya misién es, la de difundir —diddcticamente— los contenidos de la misma para
que, casi todas las personas —con un nivel mimino en matemética— puedan entenderlos.A
titulo informativo, debo decirles que, en Espana tan s6lo hay una revista que publica
monografias de temas estadisticos. Nosotros ya hemos escrito dos libros en la Editorial
La Muralla.

Demostracion:

Para demostrar esta aseveracién, hemos de hacer uso de la matrices de permuta-
cion y del polinomio caracteristico.

1. Matrices de permutacion y propiedades

Definicién: una matriz de permutaciéon E es tal que, cada fila y cada columna,
contiene —nicamente— elementos nulos salvo un elemento que es igual a 1.

Propiedades:
E =E
E'=E
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2. Operaciones con matrices de permutacion
B=UU
B Ciz2: intercambia la colunma 1 por la 2 en la matriz B

F12 B Cpz: intercambia la fila 1 por la 2 en la matriz B C12

3. Polinomio caracteristico

El polinomio caracteristico de la matriz de Burt se define de la siguiente manera,
det( B - A1)
Demostrar que se verifica la siguiente igualdad:
det(B - AI)= det E' BE - AI)
det( E' BE - AI)= det( EBE - Al)=det( E' BE - AE'E)=
= det| E' (B - AI)E |=detf{ E' ) det( B - A1) det( E )=
= det( B- A1)
Por tanto,
det(B - AI)= det E' BE - AI)

A la vista de resultado, estamos en condiciones de afirmar que los valores propios
de las matrices,

By E' BE

son iguales.

A continuacién, ejemplificaremos, con el caso de dos situaciones que, al ser dis-
tintas- en cuanto a la codificacién se refiere- conducen a dos matrices de Burt las
cuales, diagonalizdndolas,llevardn a la conclusién de que, tienen los mismos valores
propios.
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SITUACION 1

Variables cualitativas Modalidades Codificacion
1 111 1
112 2
121 1
12 122 )
123 3
131 1
I3 132 2
133 3
134 4
TABLA NUMERICA
Individuos 11 12 13
1 2 3 2
2 1 2 1
3 2 2 4
4 2 1 3
TABLA DISYUNTIVA COMPLETA
11 2 I3
Individuos
111 112 | 121 | 122 | 123 131 132 | 133 | 134
1 0 1 0 0 1 0 1 0 0
2 1 0 0 1 0 1 0 0 0
3 0 1 0 1 0 0 0 0 1
4 0 1 1 0 0 0 0 1 0
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TABLA DE BURT

100101000
031110111
011000010
110201001
010010100
100101000
010010100
011000010
010100001

En donde, tanto las filas como las columnas representan las modalidades de las tres
variables cualitativas 11,12 e 13.

SEGUNDA SITUACION

Variables cualitativas Modalidades Codificacion
0 111 2
112 1
121 3
12 122 2
123 1
131 4
3 132 3
133 2
134 1
TABLA NUMERICA
Individuos 11 2 3
1 1 1 3
2 2 2 4
3 1 2 1
4 1 3 2
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TABLA DISYUNTIVA COMPLETA

11 12 13

Individuos
111 112 121 | 122 | 123 131 132 | 133 | 134

(V)
e
—
o
—
S O O
[e]
S O O
S O O
(@]

TABLA DE BURT

301111110
010100001
101000010
110201001
100010100
100101000
100010100
101000010
010100001

Conclusion:
Mientras que aplicando el

AFC de Ty

con tres ejes retenemos el 100% de la inercia total, aplicando el

AFC de Tpujy

con cinco ejes retenemos el 96,7% de la inercia total.

Se puede observar que, existe una gran diferencia entre los valores propios y su
contribucion a la inercia total.
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El hecho de, la ponderacion de las matrices de variables indicadoras, nos lleva
a la retencién de mds valores pripios y, por consiguiente, tendremos que interpretar mas
planos factoriales.

Asi pues, el método que proponemos, no es sélo méas complicado que el usual
—desde el punto de vista tedrico— sino también, desde un punto de vista practico. Sien
embargo, sin lugar a dudas, las conclusiones, serdn mds exactas por las razones ya
expuestas en este articulo.
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